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Моделирование течения газа с применением уравнения 
Дарси-Форхгеймера

Аннотация. В работе рассматривается моделирование течения газа в пористой среде, описываемое 
уравнениями Дарси и Дарси-Форхгеймера. Математическое моделирование течения флюидов в пористых 
средах является важнейшим элементом в понимании процессов при добыче нефти и газа, оно приме-
няется при выборе оптимального варианта разработки нефтяных и газовых месторождений. Основным 
законом фильтрации для моделирования течения жидкости является линейное уравнение Дарси. Однако, 
известно, что при высоких скоростях фильтрации данное уравнение не выполняется из-за проявления 
инерционных сил. В задачах нелинейной фильтрации наиболее точно движение жидкости и газа описыва-
ется двучленным законом Дарси-Форхгеймера.

Целью работы является исследование нелинейного закона фильтрации по Дарси-Форхгеймеру в при-
забойной зоне газовой скважины. В ходе исследований был сделан сравнительный анализ применения 
законов Дарси и Дарси-Форхгеймера. Для достижения поставленной цели были сформулированы следу-
ющие задачи: изучить математические модели процесса фильтрации газа, провести моделирование приза-
бойной зоны газовой скважины, провести сравнение законов Дарси и Дарси-Форхгеймера.

Для получения наглядных результатов применяется математическое моделирование. Для численного 
решения дифференциальных уравнений используется метод конечных элементов. Программная реализа-
ция проводится на вычислительном пакете FEniCS, позволяющем упростить решения уравнений методом 
конечных элементов.

В результате сделан вывод, что при использовании закона Дарси мы получаем завышенные значе-
ния дебита газовых скважин газопроводов, а используя закон Дарси- Форхгеймера можно получить дан-
ные близкие к реальным значениям дебита. Моделирование показало, что использование закона Дарси-
Форхгеймера применимо для задач фильтрации в реальных условиях.

Ключевые слова: математическое моделирование, газовая скважина, законы фильтрации жидкостей и 
газов, закон Дарси, закон Дарси-Форхгеймера, анализ разработки, течение в пористых средах, призабой-
ная зона, метод конечных элементов, FEniCS.
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Gas flow simulation using the Darcy-Forchheimer 
equation

Abstract. We discuss the modeling of gas flow in the reservoir, described by the equations of Darcy and Darcy-
Forchheimer. Mathematical modeling of fluid flow in porous media is the most crucial element in understanding 
the processes in oil and gas production; it is used when choosing the optimal option for developing oil and gas 
fields. The primary filtration law is the linear Darcy equation. However, it is known that this equation is not 
fulfilled at high filtration velocities due to the manifestation of inertial forces. In problems of nonlinear filtration, 
the motion of liquid and gas is most accurately described by the two-term Darcy-Forchheimer law.

The work aimed at studying the nonlinear law of Darcy-Forchheimer filtration in the bottom-hole zone of 
a gas well. In the course of the research, we performed a comparative analysis of the application of Darcy and 
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Darcy-Forchheimer equations. To achieve this goal, we formulated the following tasks: to study the filtration 
process’s mathematical models, simulate the bottom-hole zone of a gas well, and compare the laws of Darcy and 
Darcy-Forchheimer.

To obtain visual results, we used mathematical modeling. For the numerical solution of differential equations, 
we used the finite element method. The software implementation was carried out on the FEniCS computational 
package, which simplifies the solution of equations by the finite element method.

We conclude that we got overestimated flow rates of gas wells when using the Darcy law, and using the Darcy-
Forchheimer law, we were able to get data close to the actual flow rates. The simulations showed that the use of 
the Darcy-Forchheimer law is applicable for modeling gas filtration in actual conditions.

Keywords: mathematical modeling, gas well, laws of filtration of liquids and gases, Darcy law, Darcy-
Forchheimer law, development analysis, flow in porous media, bottom-hole zone, finite element method, FEniCS.

Введение
Течение флюидов в пористых средах является важнейшим элементом в понимании процес-

сов при добыче нефти и газа, а также в области гидрологии пластовых вод, защиты окружаю-
щей среды и многих других [1].

Правильное описание свойств флюидов и их движения в пласте необходимо для ре-
шения задач проектирования систем разработки месторождений. Данная задача требует 
использование математических моделей, корректно описывающих течение жидкости и 
газа при реальных пластовых условиях. Математическое моделирование часто применя-
ется при выборе оптимального варианта разработки нефтяных и газовых месторождений. 
Моделирование помогает испытывать разные технологии добычи углеводородов, найти 
наилучшие варианты схем расположения скважин, определить изменения физических па-
раметров нефти и газа [2].

Основным законом фильтрации жидкостей и газов в пористой среде служит закон Дарси, 
он выражает зависимость скорости фильтрации флюида от градиента давления. Проверке 
и исследованию пределов применимости закона Дарси посвящено много научных работ, в 
процессе этих исследований выявлены две основные группы: верхним пределом примени-
мости является проявление инерционных сил при высоких скоростях фильтрации; нижним 
пределом – проявление неньютоновских реологических свойств жидкости, ее взаимодей-
ствием с пористой средой при малых скоростях фильтрации [3]. Для облегчения обработки 
результатов множества экспериментов В.Н. Щелкачев предложил использовать безразмер-
ный параметр, введение этого параметра упрощает исследование границ применимости за-
кона фильтрации.

В задачах нелинейной фильтрации различают два случая: при больших и малых скоростях. 
При больших скоростях, когда существенна инерционная составляющая, используется форму-
ла Дарси-Форхгеймера, в составе которой учитывается квадратичная по скорости сила, описы-
вающая сопротивление пористого скелета при относительно больших числах Рейнольдса на 
уровне пор [3].

Вопросу математического моделирования течения жидкости и газов в пористой среде посвя-
щено множество работ [2, 4-6]. В работе [7] для численного решения задачи течения жидкости 
по закону Дарси-Форхгеймера используется метод конечных элементов. В [8] исследуется вли-
яние инерционной составляющей Форхгеймера на продуктивность газовой скважины.

Целью работы является исследование нелинейного закона фильтрации по Форхгеймеру. 
Для достижения поставленной цели были сформулированы следующие задачи: изучить мате-
матическую модель процесса фильтрации, провести моделирование призабойной зоны газовой 
скважины, провести сравнение законов Дарси и Форхгеймера. 

Постановка задачи
Рассматривается нелинейное течение газа в призабойной зоне газовой скважины. В качестве 

газа выбран метан для упрощения исходных данных. Схема расчетной области Ω представлена 
на рисунке 1. Граница расчетной области состоит из 2 частей: Г1  – граница пласта, Г2 – скважи-
на. На рисунке  Rk – радиус пласта, rc – радиус скважины.
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Рисунок 1 – Расчетная область

Основным уравнением неустановившегося течения жидкостей и газов в пористой среде яв-
ляется уравнение неразрывности [4]:

		
				  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜌𝜌
𝜕𝜕𝑡𝑡 = ∇ ∙ (𝜌𝜌𝒖𝒖), 

				                  
(1)

где φ – коэффициент пористости среды р, – плотность, и – скорость фильтрации. Зависимость 
плотности газа от давления р описывается уравнением состояния: 

					   
𝜌𝜌 =  𝑝𝑝𝑊𝑊

𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧. 
				                  

(2)

Здесь, W – молекулярный вес газа, R – универсальная газовая постоянная, T – температура, 
z – коэффициент сверхсжимаемости, который определяется по формуле Платонова-Гуревича:

𝑧𝑧 = (0.4 lg 𝑇𝑇пр + 0.73)𝑝𝑝пр + 0.1𝑝𝑝пр, 

где Тпр, pкр – приведенные температура и давление газа, характеризующие отношения темпера-
туры Т и давления p на критические температуру Ткр и давление pкр, соответственно:

𝑇𝑇пр = 𝑇𝑇
𝑇𝑇кр

, 𝑝𝑝пр = 𝑝𝑝
𝑝𝑝кр

. 

Поставим уравнение (2) в (1) и получим уравнение неустановившегося течения газа в изо-
тропной пористой среде:

			 
𝜑𝜑 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡 (𝑝𝑝
𝑧𝑧) = ∇ ∙ (𝑝𝑝𝒖𝒖

𝑧𝑧 ) ,               𝑥𝑥 ∈ Ω.  		               (3)

Уравнение (3) дополняется законом сохранения импульса в форме закона Дарси:

			 
𝒖𝒖 = − 𝑘𝑘

𝜇𝜇 ∇𝑝𝑝,                  𝑥𝑥 ∈ Ω, 
				                  

(4)

где k – проницаемость среды, μ – вязкость газа. Известно, что в случае течения газа при вы-
соких градиентах давления закон Дарси не выполняется и следует использовать закон Дарси-
Форхгеймера:
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𝜇𝜇
𝑘𝑘 𝒖𝒖 + 𝛽𝛽𝛽𝛽|𝒖𝒖|𝒖𝒖 = −∇𝑝𝑝,                  𝑥𝑥 ∈ Ω, 

			                 
(5)

где β – коэффициент Форхгеймера, характеризующий инерционные силы. Коэффициент β опре-
деляется экспериментально. Для данного расчета будем использовать эмпирическую формулу 
[9]

𝛽𝛽 =  4.8 ⋅ 1012

𝑘𝑘1.176 . 
Здесь, проницаемость k задается в миллидарси (мД), коэффициент β получается в 1/м.
Для решения систем уравнений (3), (4) течения газа по закону Дарси и (3), (5) – по закону 

Дарси-Форхгеймера необходимо задать граничные и начальные условия. На границе пласта Г1 
ставим условие непротекания:

			   𝒖𝒖(𝑥𝑥) ∙ 𝒏𝒏 = 0,           𝑥𝑥 ∈ Г1, 				                  (6)

где n – внешняя нормаль к границе. На границе скважины  Г2 ставим постоянное забойное 
давление pw:

			   𝑝𝑝(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝𝑤𝑤,           𝑥𝑥 ∈ Г2.  				                   (7)

Начальное условие для давления:

			 
𝑝𝑝(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝0(𝑥𝑥),           𝑥𝑥 ∈ Ω, 

 				                 
(8)

где p0 – начальное пластовое давление.
Для численного решения рассматриваемых задач для течения по закону Дарси (3), (4), 

(6)-(8) и течения по закону Дарси-Форхгеймера (3), (5)-(8) необходимо получить дискрет-
ные задачи. Для аппроксимации по пространству будем использовать метод конечных эле-
ментов. Для этого нужно определить вариационные формулировки уравнений, построить 
расчетную сетку и аппроксимировать поля скоростей фильтрации и давления полиномами 
Лагранжа. Для аппроксимации по времени используем стандартный метод конечных раз-
ностей и неявную схему [10]. В рамках данной работы порядок дискретизации не будет 
рассматриваться. Подробнее про численное решение задач фильтрации можно посмотреть, 
например в [6]. 

Для программной реализации используется вычислительный пакет FEniCS, который по-
зволяет автоматизировать численное решение дифференциальных уравнений с помощью ме-
тода конечных элементов на языке программирования python [11]. Ключевым преимуществом 
FEniCS является возможность записать вариационные формулировки решаемых задач в явном 
виде на встроенном языке ufl. Дискретизация задач будет проводится автоматически. Для ре-
шения полученных дискретных задач в FEniCS на основе различных библиотек реализованы 
множество решателей.

Результаты экспериментов
Рассматривается модельная задача c радиусом пласта Rk = 1000 м и радиусом скважины  

rc = 0,1 м. Для расчета построим треугольную сетку c локальным сгущением в области скважи-
ны с 16900 ячейками. Геометрическая область и сетка были построены с помощью программы 
gmsh. Шаг по времени берем 1 день, время исследования принимаем 30 дней.

Свойства пласта и газа представлены в таблице 1 и в таблице 2. Для упрощения расчетов мы 
использовали известные значения свойств метана [12].

Для численного решения нелинейных уравнений используем метод Ньютона. Для решения 
систем дискретных задач, образованных в результате аппроксимации уравнений, используем 
прямой метод LU-разложения. 



77

Вестник СВФУ. Серия «НАУКИ О ЗЕМЛЕ  № 3 (23) 2021

Рисунок 2 – Расчетная сетка

Таблица 1 – Свойства пласта

Свойство Обозначение Значение Размерность

Проницаемость k 0.4 Д
Пористость m 0.2 -
Начальное пластовое давление р0 10 МПа
Забойное давление рw 9 МПа
Пластовая температура Т 315 К

Таблица 2 – Свойства метана

Свойство Обозначение Значение Размерность

Плотность p 0,657 кг/м3

Динамическая вязкость μ 11.2 мкПа ∙ с
Критическая температура Ткр 206.3 К
Критическое давление ркр 4.72 МПа

Результаты расчетов представлены на рис. 3 и 4, где представлены сравнения среднего пла-
стового давления и дебита газовой скважины по времени при использовании уравнений Дарси 
(красная сплошная линия) и Дарси-Форхгеймера (синяя пунктирная линия). Видно, что при 
использовании уравнения Дарси пластовое давления падает намного быстрее, чем при исполь-
зовании уравнения Дарси-Форхгеймера. Также, в начале расчет дебит скважины при исполь-
зовании уравнения Дарси значительно превышает дебит скважины при использовании Дарси-
Форхгеймера. Причем, в конце расчета дебиты становятся практически одинаковыми, так как 
уменьшается скорость фильтрации и уменьшается влияние инерционных сил.

На рис. 5 представлено распределение давления в пласте в конце расчета при использовании 
уравнений Дарси (красная сплошная линия) и Дарси-Форхгеймера (синяя пунктирная линия). 
Видно, что при использовании уравнения Дарси давление в пласте будет меньше. 
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Рисунок 3 – Пластовое давление в зависимости от времени

Рисунок 4 – Дебит газовой скважины в зависимости от времени
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Рисунок 5 – Распределение давления по радиусу пласта

Заключение
В результате исследования стало очевидно, что при использовании уравнения Дарси мы 

получаем завышенные значения дебита газовых скважин и заниженные значения пластового 
давления по сравнению с результатами, полученными при использовании уравнения Дарси-
Форхгеймера. Данное обстоятельство может быть опасно при использовании моделирования 
для проектирования разработки газовых месторождений и выбора оптимального режима раз-
работка. Поэтому при моделировании фильтрации газа в реальных условиях рекомендуется ис-
пользовать уравнение Дарси-Форхгеймера.
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